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Introducéo

Este documento apresenta uma revisdo de conceitos de probabilidade, distribuicdo de
probabilidades (especificamente para as distribuigdes de Poisson e Exponencial) e também
geracdo randomica de variaveis aleatorias, baseadas nos inversos das distribui¢cdes. O foco do
estudo € a Avaliacdo de Desempenho de Sistemas.

Estatistica e Probabilidade

Visao Sistémica da Estatistica

A Figura 1 traz uma sintese de conceitos relacionados a Estatistica.

INFERENCIA
ESTATISTICA

ESTATISTICA
DESCRITIVA

5
& )/

PROBABILIDADES

Figura 1: Visao Sistémica da Estatistica.

1. Objetivo: a partir de valores obtidos em uma amostra, descreve-se esta e deseja-se
caracterizar a populacdo como um todo generalizando observacdes da amostra.

2. Estatistica Descritiva: parte da estatistica que descreve os aspectos importantes de
um conjunto de caracteristicas observadas.

3. Inferéncia Estatistica: parte da estatistica que usa uma amostra para fazer
generalizacdes a respeito de aspectos importantes de uma populagao.

4. Probabilidade: nuimero que indica a chance (possibilidade) de determinada situacao
acontecer.
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Definicbes Basicas

Um experimento aleatorio (€) € o processo de se observar o resultado de um evento
ndo deterministico. Ex.: jogada de um dado ou uma moeda.

Resultados elementares sdo todos os possiveis resultados de um experimento aleatorio.
Ex.: parajogada de um dado, os resultados possiveis sdo 1, 2, 3, 4, 5, 6. Para a jogada
de uma moeda, os resultados possiveis sio CARA ¢ COROA. Para duas moedas, os
resultados possiveis sio CARA-CARA, CARA-COROA, COROA-CARA, COROA-
COROA.

O espaco amostral {S} é o conjunto de todos os resultados elementares. Ex.: para a
jogada de um dado, o espago amostral S = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Para a jogada de uma
moeda, o espaco amostral S = {CARA, COROA}.

Um evento A (relativo a um espaco amostral S particular, associado a um experimento
€) € simplesmente um conjunto de resultados possiveis, ou um conjunto de um grupo
de resultados. Ex.: Para o experimento jogada de dois dados, o espago amostral S
sera igual a todos os resultados possiveis. S = {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), ..., (6,6)}. Se
estivermos interessados no resultado 7 a partir da jogada de dois dados, teremos como
possibilidades A = {(1,6), (2,5), (3, 4), (4,3), (5,2), (6,1)}. O conjunto A ¢ chamado
de evento obter 7 da jogada de dois dados. 4 S

Axiomas da Probabilidade

Seja:
[ ]

€ = um experimento

S = o espago amostral deste experimento

A cada evento A, associa-se um numero real representado por P(A). Denomina-se P(A) a
probabilidade de A, e satisfazem-se as seguintes propriedades:

0< P(4) <1 (1)
P(S)=1

Combinacao de Eventos

Dado dois eventos E e F, pode-se obter novos eventos:

E e F: ocorréncia de ambos eventos;
E ou F: ocorréncia de pelo menos um dos eventos;

nao E: o evento E nao ocorre.
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Regras
Adigao:
e P(EouF)=P(E)+PF)-PEceF)

E preciso eliminar as ocorréncias de ambos os eventos simultaneamente, caso contrario
contar-se-a estes eventos duas vezes (uma vez para a contagem do conjunto E, outra vez para
a contagem do conjunto F) (Figura 2).

Figura 2: Probabilidade combinada de eventos. Para a probabilidade de E ou F, os eventos ambos
simultaneamente tém de ser subtraidos.

Se E e F forem eventos independentes, entdo P(E ou F) = P(E) + P(F) (pois P(E e F) = 0).
Exemplo: Probabilidade de se obter o total 5 ou o total 7 na jogada de dois dados. A =
{(1,4), (1,6), (2,3), (2,5), ...}. O evento obter 5 ¢ independente do evento obter 7, pois ambos
ndo podem ocorrer a0 mesmo tempo em uma Unica jogada de dados (mutuamente
excludentes).

Subtragao:
e P(E)=1-P(naoE)

Probabilidade Condicional

A probabilidade condicional de um evento E, dado que ocorreu um evento F, ou a
probabilidade condicional de E dado F, ¢ representada simbolicamente por:

P(ENF) )

P(E|F)= )

Ex.: Calcular P(E|F)
e E: evento “obter o total 8 com um par de dados”

e F: evento “obter 5 na jogada do primeiro dado”
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Solugdo:
e Numero de elementos do espaco amostral = 6 x 6 = 36.
e P(F)=1/6.

e FE N F=evento “obter 5 na primeira jogada e o total 8”. S6 pode ocorrer se se obtiver
o par (5,3). Logo, P(E e F)=1/36.

. P(E|F):1/ﬁ=6/36:1/6

1/6

Regras da Multiplicacao

e P(EeF)=P(E[F).P(F)
e P(EeF)=P(F|E).P(E)

Se E e F forem eventos independentes, entdo P(E e F) = P(E).P(F). Exemplo: Probabilidade
de se obter 5 na primeira jogada de um dado e um 3 na segunda jogada. O evento obfer 5 ¢é
independente do evento obter 3, pois a ocorréncia de um evento nada garante ou informa para
a ocorréncia do outro evento.

Entdo: P(E|F) = 1/6 (n2o importa que F aconteceu) = P(E) (defini¢do formal para eventos
independentes)

Donde vem que, se E e F sdo independentes, entdo P(E|F) = P(E) (defini¢do formal) e

P(E e F) = P(E[F) . P(F) = P(E) . P(F)

Variavel Aleatoria

Definicio

Regra que atribui um valor numérico a cada possivel resultado de um experimento. A Figura
3 ilustra o processo.
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| | | -
Eixo Real

Mapeamento de Resultados de Experimentos a
Numeros no Eixo Real

Figura 3: Mapeamento de eventos em niimeros reais.

Expressando em Numeros os Resultados do Experimento

Em alguns experimentos, os resultados elementares podem ter uma representacao
simbdlica, ndo numérica. Ex.: para a jogada de uma moeda, os resultados podem ser
CARA (H) ou COROA (T).

Gera-se uma dificuldade em se tratar aspectos relacionados aos eventos, como por
exemplo as probabilidades em forma de graficos e eventos do tipo “numero de caras
em 3 jogadas de uma moeda”, ja que os experimentos sdo representados por simbolos.

A Funcao “Variavel Aleatoria”

Seja X um valor numérico, cujo valor depende do resultado do experimento. Se X associa um
resultado a um nimero, entdo X € uma fungdo cujo dominio é o conjunto de resultados e cuja
imagem & o conjunto dos numeros reais. Essa fun¢do X ¢ conhecida pelo nome de Varidvel
Aleatoria.

Desta forma, pode-se escrever os resultados de um experimento aleatorio através de
numeros, ao invés de palavras ou simbolos, possibilitando um tratamento matematico
facilitado. Em outras palavras, a varidvel aleatoria traduz o resultado do experimento
em numeros reais.

No célculo de probabilidades, estudam-se as V.A.s (Variaveis Aleatorias) e calculam-
se as probabilidades associadas a elas. Uma medida de probabilidade ¢ associada ao
espaco amostral por meio de uma variavel aleatéoria X. A medida pode ser um
numero, uma area, um volume.

Na Estatistica Descritiva, constroi-se uma Tabela de Freqiiéncia, na qual uma
freqiiéncia absoluta (e também uma freqiiéncia relativa) ¢ associada a cada valor (ver
exemplo das duas moedas, adiante). Pode-se fazer o mesmo com o calculo de
probabilidades, originando uma tabela que associa a cada valor, sua probabilidade de
ocorréncia. Esta tabela ¢ denominada Distribuicdo de Probabilidade.
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Exemplo de V.A.: Lancamento de duas moedas

Seja o langamento de duas moedas simultaneamente. Os resultados elementares deste
experimento podem ser listados na Tabela 1 adiante (toma-se cara como H e coroa como T,
de head e tail, respectivamente).

Tabela 1: Resultados do experimento "lancamento de duas moedas".

Resultado Simbolo
cara-cara HH
cara-coroa HT
coroa-cara TH
COroa-coroa TT

O espaco amostral é representado conforme a Figura 4.

Figura 4: Espaco amostral do lancamento de duas moedas.

Pode-se estabelecer a probabilidade de ocorréncia dos eventos, conforme a Tabela 2.

Tabela 2: Probabilidade de ocorréncia dos resultados do langcamento de duas moedas.

Resultado Simbolo | Probabilidade
de Ocorréncia

cara-cara HH 0,25
cara-coroa HT 0,25
coroa-cara TH 0,25
coroa-coroa TT 0,25

—>Questdo: Como transformar a representacdo simbolica destes eventos em nlimeros reais?

Defina-se a variavel aleatoria X que representa o numero de caras do experimento. A Tabela
3 mostra os valores tomados por X, de acordo com os resultados.
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Tabela 3: Variavel aleatoria ""ntiimero de caras'" no lancamento de duas moedas.

Resultado | X = numero de caras
HH 2
HT 1
TH 1
TT 0

A variavel aleatéria X pode, portanto, assumir os valores 0, 1 e 2. A probabilidade associada
ao valor de X=0 ¢é 0,25, de X=1 ¢ 0,25 + 0,25 (pois concentra as possibilidades CARA-
COROA ou COROA-CARA), e de X=2 ¢ 0,25. Agora, constroi-se a tabela de probabilidades
para X (Tabela 4).

Tabela 4: Probabilidade relacionada a variavel aleatéria '""'niimero de caras'.

X P(X = X)

0 | %=025

1 | YtY=1%=0,5

2 [ %=025
Y=

Pode-se construir um grafico (Figura 5) relacionando a probabilidade acumulada com os
valores de X. A fun¢do correspondente, F(x), ¢ conhecida como Funcdo Distribuicdo de
Probabilidade, ou PDF (Probability Distribution Function), ou ainda, Funcdo Distribuicao
Acumulada, ou CDF (Cumulative Distribution Function). A fung¢do que associa as
probabilidades a cada valor individual de X, f(x), é conhecida como Funcdo Massa de
Probabilidade, ou pmf (Probability Mass Function), que s6 ¢ definida para valores discretos.
Para valores continuos, f(x) € conhecida como Funcdo Densidade de Probabilidade, ou pdf
(Probability Density Function). Notar que esta funcao ¢ escrita pdf em letras minusculas, em
contraste com a PDF definida anteriormente.

Neste documento, prefere-se o uso da CDF para se referir a funcao distribuicdo acumulada, de
modo a evitar ambiguidades com a fun¢do densidade de probabilidade.
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P(X=x)| F(x)
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Histograma: Funcdo Massa de Funcéo Distribuicdo Acumulada (CDF)
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Figura 5: Graficos da pmf e CDF.

Formalizacio

e Levantados os resultados possiveis da V.A., os valores numéricos da V.A. sdo
denotados por letras minusculas: xj, X2, X3, ..., Xp.

e Desse modo, para uma variavel aleatoria X, que assume os valores Xj, Xz, X3, ..., Xp,
define-se uma funcdo de probabilidade p(x;) que tem as seguintes propriedades:

o p(x;)=0, paratodo 1, onde p(x;) € a probabilidade associada a X=x;, ou seja, a
probabilidade de ocorréncia de um determinado resultado da V.A..

© Zp(xi)=1

e Se a distribui¢do de probabilidades de uma V.A. ¢ explicitamente conhecida, entdo
todo o resumo estatistico (média, desvio padrdo, etc.) também sera conhecido.

Questodes

1. E possivel que o proprio resultado do experimento j4 possa ser expresso como uma
V.A.? Sim. Exemplo, V.A. resultado da jogada de um dado.

2. Pode-se a um experimento associar-se mais de uma V.A.? Sim. Por exemplo, no caso
das moedas, seja Y uma V.A. que representa o nimero de coroas.
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Tipos de Variaveis Aleatorias

Diz-se que uma variavel aleatéria ¢ discreta se todos os seus valores podem ser listados, e
estes valores pertencem a um conjunto finito ou infinito, numeravel. Exemplo: numero de
chegadas a uma fila, nimero de caras em uma jogada de duas moedas, resultado da jogada de
um dado.

Uma V.A. ¢ continua se os seus valores ndo podem ser listados, mas podem assumir um
numero infinito de valores em um intervalo finito ou infinito. Exemplo: intervalo de tempo
entre chegadas, altura de pessoas em uma sala.

O exercicio com teste de celulares a seguir exemplifica o levantamento de resultados
elementares, defini¢do de uma variavel aleatoria e a construcdo das fungdes pmf e CDF.

Formalizacdo da CDF:

F(t)= P(~o < X <1) 3)
F(t)=P(X <)

Foy=Y p(x)

i<t
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Exercicio

Seja um sistema de teste de celulares. Cada celular tem 80% de chance de ser reprovado em
um teste. Em um experimento, trés equipamentos sdo testados. Supondo que cada
equipamento ¢ independente do outro, estabeleca a distribuigdo de probabilidade do nimero X
de equipamentos que sdo reprovados, e também a funcdo distribuicdo de probabilidade
acumulada (CDF).

Solucao
Resultado Elementar X
000 0
001 1 0 - passar no teste
010 1 1 = reprovar no teste
100 1
110 2
101 2
011 2
111 3
Resultado Elementar X Probabilidade

000 0 0,2x0,2x0,2=0,008
001 1 0,2x0,2x0,8=0,032
010 1 0,2x0,8x0,2=0,032
100 1 0,8x0,2x0,2=0,032
110 2 0,8x0,8x0,2=0,128
101 2 0,8x0,2x0,8=0,128
011 2 0,2x0,8x0,8=0,128
111 3 0,8x0,8x0,8=0,512

t P(X=t) F(t)

0 0,008 0,008

1 0,096 0,104

2 0,384 0,488

3 0,512 1

Total 1
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Classificacdo das Distribuicdes de Probabilidades

A Funcéo Distribuicio Acumulada ou Funcido Distribuicio de Probabilidade (CDF —
Cumulative Distribution Function ou PDF — Probability Distribution Function), também
chamada func¢do de distribui¢do, ¢ a probabilidade da V.A. X assumir valores menores ou
iguais a t, onde t ¢ um numero real. E representada por F(t), de modo que:

F(t)=P(X <t) 4)
Para uma variavel aleatéria discreta, a fungao distribuicdo de probabilidade F(t) ¢:
F)=P(X <1) (5)

F0)=Y p(t)) = p(t) + p(ty)+ p(ts) +++ p(t)

<t
Para uma variavel aleatoria continua, a fungao distribuigdo acumulada F(t) é:
F@)=P(X <y¢) (6)
F(ey=]_f(dx

onde f(t) ¢ chamada funcio densidade de probabilidade ou pdf. A funcdo densidade de
probabilidade associa os valores de X com a probabilidade de cada um deles ocorrer. A
funcio massa de probabilidade, ou pmf, ¢ a mesma funcdo, porém definida para varidveis
aleatorias discretas, somente.

A F(t) tem as seguintes propriedades:
a) F(t) ¢ uma funcdo ndo-decrescente.

b) lim F(¢)=1
c) lim (1) =0

Modelos Matematicos que Representam Distribuicdes de
Probabilidades

Conhecidos os principais conceitos referentes ao calculo das probabilidades, pode-se agora
estudar distribuicdes e fungdes densidade de probabilidade que, pela sua importancia,
merecem um estudo especial. Tais distribuicdes partem do pressuposto da existéncia de
certas hipoteses bem definidas. Como diversas situagdes na vida real se aproximam destas
premissas, os modelos descritos a seguir sdo uteis para o estudo destas situagdes.

Conceito introdutorio

Existem experimentos aleatérios cujos resultados, refletidos em uma V.A., seguem um
comportamento previsivel em relacdo as suas probabilidades de ocorréncia, e portanto podem
ser modelados por uma equacdo especifica. Seja por exemplo o numero de chamadas
telefonicas que chegaram a uma central telefonica, em um determinado tempo ¢ (Figura 6).
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Espaco Amostral “namero de chamadas que
chegaram a uma central num tempo t”.

Figura 6: Espaco amostral “nimero de chamadas que chegaram a uma central telefonica num tempo t”.

J& que a representacdo dos resultados ja ¢ numérica, uma variavel aleatéria X, “numero de
chamadas telefonicas chegadas”, pode associar diretamente os resultados com sua
probabilidade de ocorréncia.

O estudo das observacdes historicas deste experimento concluiu que a expressao de
probabilidade de Poisson pode ser usada para modela-lo matematicamente.

O Modelo de Poisson

Basicamente, este modelo representa a probabilidade de ocorréncia de um certo numero de
chegadas em um determinado tempo. Modela, por exemplo:

Numero de requisi¢des para um servidor em um intervalo de tempo ¢
Numero de falhas em componentes por unidade de tempo

Numero de requisi¢des para um sistema de banco de dados em ¢ segundos
Numero de erros de datilografia por formulario

Numero de chegadas telefonicas em uma central em um intervalo de tempo ¢

As seguintes condicdes permitem o uso do modelo de Poisson para modelar um experimento:

a)

b)

O numero de chegadas durante qualquer intervalo de tempo depende somente da
duracdo do intervalo de tempo; quanto maior o intervalo, maior tende a ser o nimero
de chegadas.

As chegadas ocorrem independentemente, isto €, um excesso ou falta de chegadas em
algum intervalo de tempo ndo exerce efeito sobre o niumero de chegadas ocorridas
durante qualquer outro intervalo. Por exemplo: se num experimento, observou-se que
a média de chegadas é 5 (por intervalo de tempo), e observou-se que num determinado
intervalo houve nenhuma chegada, isso ndo significa que, no proximo intervalo,
havera um excesso de chegadas.

A possibilidade de duas ou mais chegadas ocorrerem durante um pequeno intervalo de
tempo ¢ ¢ muito pequena comparada a de uma tnica chegada.
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A distribuicdo de probabilidades de Poisson ¢ definida como: seja uma varidvel aleatoria X

que pode assumir os valores x=0, 1, 2, ..., n, ... A probabilidade de X assumir um
determinado valor x é dada pela seguinte expressao:
g )

f(x)=P(X =x)= e—' ,parax=0,1,2,3,4, ..n, ..
X.

Ou seja, P(X=x) representa a probabilidade de ocorrerem x chegadas na unidade de tempo
trabalhada, sendo que A ¢ a média de chegadas na unidade de tempo. A distribuicdo de
Poisson ¢ discreta, definida apenas para valores inteiros de x.

O resumo das caracteristicas principais da distribuicdo de Poisson esta na Tabela 5, ¢ a Figura
7 traz a aparéncia da distribuigdo, para diversos valores de média (observar que as linhas dos
graficos servem apenas como indicagdo visual da distribui¢do; sendo a distribuicao de Poisson
uma funcao discreta, estas linhas de fato ndo existem).

Tabela 5: Resumo das caracteristicas da Distribuicdo de Poisson.

Distribuicao de Poisson (taxa):

Parametro: A (evento/UT)
-
pmf: f(x)=P(X =x)= A" e—'
x!
CDF: F(x)=) p,,para f(x)=P(X =x)=p,

Média: A
Variancia: 1

Distribuicdo de Probabilidades de Poisson

0,4
s

A

N e
01 'S \\ ~.

P(X=x)

Figura 7: Graficos para as Distribuicdes de Poisson, com varias médias diferentes.
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Exercicio

1. Um escritorio de advocacia recebe, em média, cinco telefonemas por hora. Determine
a probabilidade de que em determinada hora, selecionada aleatoriamente, sejam
recebidas exatamente trés chamadas.

2. Segundo dados histéricos em determinada empresa, 3 ¢ o nimero médio de chamadas
em 20 minutos:

a. determine a distribuicdo de probabilidade para esse exemplo.

b. determine a probabilidade de haver, no maximo, 2 chamadas em 40 minutos,
em um intervalo escolhido aleatoriamente.

Solucio
e’ e’
1. A=5telh . P(X=3)=A4"—=5—=014
x! 3!
2.
a. Nao ¢ preciso trabalhar com uma unidade de tempo unitaria. A unidade de
tempo pode ser 20 minutos. Isso facilita o calculo para a letra (b). Portanto,
A =3cha/20min
b. Mudar a média. Se chegam 3 a cada 20 minutos, entdo, em 40 minutos, a
média sera 6 chamadas. Fazer entdo a distribui¢do e calcular a Probabilidade
Acumudada (CDF).
Questao 2: Distribuicdo de Poisson Questdo 2: Distribuicdo de Poisson
média= 3 média= 6
Chamadas P(X=x) Chamadas P(X=x)
0 0,049787 0 0,002479
1 0,149361 1 0,014873
2 0,224042 2 0,044618
3 0,224042
4 0,168031
5 0,100819
6 0,050409
7 0,021604
8 0,008102

Total 0,996197 Total 0,061969
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O Modelo Exponencial

Conforme visto anteriormente, a Distribuicdo de Poisson esta relacionada com ritmo ou taxa
de chegadas. A Distribuicio Exponencial (também chamada em algumas literaturas como
Distribui¢do Exponencial Negativa) é a correspondente da Distribuigdo de Poisson para a
intervalos entre chegadas, ou tempos de interchegada. Quando um fenémeno, portanto, segue
Poisson em sua taxa de chegada, ele também comporta-se segundo a Distribuicdo
Exponencial em termos de tempo entre chegadas (Figura 8).

Assim, seja um fenomeno qualquer. Seu processo de chegadas ¢ baseado em Poisson, de
modo o numero de chegadas em um intervalo de tempo ¢ ¢ uma V.A. discreta, e a média de
chegadas no intervalo ¢ ¢ A (chegadas/unidade de tempo-UT). O tempo entre as ocorréncias
destas chegadas ¢ definido segundo a Distribuicao Exponencial.

h
Chegadas 5 3 4

%_H_J

tl t2 t3
Tempos de interchegada

\ 4

Figura 8: Relacdo entre chegadas e tempos de interchegada.

O periodo de tempo T entre contagens sucessivas de um processo de Poisson, com média A>0,
é uma Varidavel Aleatoria continua, cuja funcio densidade de probabilidade (pdf) é dada
por:

f(x)=P(X =x)=Ae™™, parax >0 (3)

Nesta equacdo, x representa o tempo ¢ A € a taxa de chegada ou taxa de ocorréncia de eventos
por unidade de tempo, a mesma utilizada como pardmetro em Poisson. Novamente, x ¢ uma
V.A. continua.

A distribui¢do cumulativa de probabilidade (CDF) da expressdo de probabilidade do modelo
exponencial ¢ calculada a seguir:

F) = [ f@)de=[ A-edx ©)
SF(X)=PX <x)=1-e™

O resumo das caracteristicas principais da distribui¢do exponencial segue na Tabela 6.
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Tabela 6: Resumo das caracteristicas da Distribuicio Exponencial com parametro UT/evento.

Distribuicio Exponencial (periodo ou intervalo):
Parametro: a (UT/evento)

1 -«
pdf: f(x)=—e e

a

CDF: F(x)=1—¢ /@
Média: a
Variancia: @’

Observar que, no resumo acima, o parametro utilizado nao é a taxa média de ocorréncia do
evento por unidade de tempo, mas sim seu inverso, o tempo médio de interocorréncia do
evento (unidade de tempo por evento). A relacdo entre o pardmetro a e a taxa média A, para
fins praticos, é:

1 (10)

E o resumo das caracteristicas da distribuicdo exponencial pode ser reescrito conforme a
Tabela 7. A Figura 9 ilustra os graficos da pdf e CDF da distribuicdo exponencial, que ¢
continua.

Tabela 7: Resumo das caracteristicas da Distribuicio Exponencial com parametro evento/UT.

Distribuicio Exponencial (periodo ou intervalo):

Parametro: 4 (evento/UT)
pdf: f(x)=Ae™

CDF: F(x)=1-e™
Média: 1/4

Variancia: (1/)°

f(x)
-1 .
| F(x)
Area =Probabilidade
tempo X
Funcéo Densidade de Probabilidade (pdf) Funcédo Cumulativa de Probabilidade (CDF)

Figura 9: Gréficos da pdf e CDF para distribui¢do exponencial.
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Exercicio

1. Ao observar-se a duracdo das baterias de videogames do tipo Gameboy, conclui-se que
esta vida nada mais ¢ do que o intervalo entre falhas sucessivas das baterias; para essas
falhas, pode-se aplicar o processo de Poisson. Desse modo, o tempo médio entre falhas
vem a ser a vida média da bateria.

Considere que inlimeras baterias foram usadas e anotou-se (algo raro de ocorrer no dia-a-
dia, somente as fabricas o fazem) que a cada sete dias havia necessidade de troca-las (ou
seja, a vida média da bateria é de uma semana). As falhas das baterias sdo aleatorias e
independentes e atendem as condi¢des da distribuicdo de Poisson; entdo, para o tempo de
vida da bateria, pode-se utilizar a distribuigdo exponencial.

determine a probabilidade de a bateria durar pelo menos 2 semanas;
determine a probabilidade de uma bateria falhar dentro de 3 dias;
determine a probabilidade de uma bateria durar de 3 a 4 semanas;
determine o desvio padrdo do tempo de vida de uma bateria.

po o

Solucio

a = 7 dias/ocorréncia ou a = 1 semana/ocorréncia

a) em semanas:

P(XZx)zl—P(XSx)zl—(l—e%).'.P(X22):1—(1—e_%):1—0,86420,135

b) emdias: P(X <3)=l—¢ 7 = 0,349

¢) em semanas:

PR<X<4)=P(X<4)-P(X<3)=1-e ' —(1—e%j:o,981—o,95=o,0314

d) o =+/(a?) = a =1semana
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Geracao de Niumeros Aleatérios

Um dos passos-chave no desenvolvimento de uma simulacdo ¢ a geragdo de numeros
aleatorios ou randdmicos, que norteardo os valores assumidos pelas variaveis aleatdrias do
modelo simulado. Por exemplo, num modelo de fila com um servidor e uma fila, os tempos
de interchegada, bem como os tempos de servigo, deverdo ser gerados aleatoriamente, dentro
de uma média estipulada pelo modelo.

A rotina de geracdo de numeros aleatérios para simulagdo envolve duas etapas. Primeiro, €
obtida uma seqiiéncia de nlimeros aleatdrios distribuida uniformemente entre 0 e 1 (ou seja, a
probabilidade de se obter cada ntimero na seqiiéncia ¢ exatamente igual para todos os
numeros na seqiiéncia). Entdo, esta seqiiéncia ¢ transformada de modo a produzir nimeros
aleatorios que satisfacam a distribuicdo correta desejada (por exemplo, exponencial ou
normal). O primeiro processo ¢ chamado geracdo aleatéria de numeros, ¢ o segundo,
geracdo aleatoria de variaveis aleatorias.

Gerador de NUmeros Aleatorios

O método mais comum para a geracdo de numeros aleatérios é o uso de uma relagdo
recursiva, onde o proximo numero na seqiiéncia ¢ fungdo do ultimo ou dois ultimos nimeros.

X, = (X, 1,X, 5,...) (11)
Uma destas fungdes pode ser vista a seguir.
x, =(5x, , +1)mod16 (12)
Comegando com xy=35, obtém-se x;:
x, =(5(5)+1)mod16 =26 mod16 =10 (13)
Os primeiros 32 nimeros obtidos através deste gerador sdo:

e 10,3,0,1,6,15,12,13,2,11,8,9,14,7,4,5,10,3,0, 1,6, 15,12, 13,2, 11, 8,9, 14,
7,4,5.

Os numeros sdo inteiros entre 0 ¢ 15. A fim de se obter uma seqiiéncia aleatoria entre 0 e 1,
basta dividir os numeros por 16, ou seja:

e 0,6250; 0,1875; 0,0000; 0,0625; 0,3750; 0,9375; 0,7500; 0,8125; 0,1250; 0,6875;
0,5000; 0,5625; 0,8750; 0,4375; 0,2500; 0,3125; 0,6250; 0,1875; 0,0000; 0,0625;
0,3750; 0,9375; 0,7500; 0,8125; 0,1250; 0,6875; 0,5000; 0,5625; 0,8750; 0,4375;
0,2500; 0,3125.
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Semente

Se a fungdo f geradora é conhecida, pode-se obter a mesma seqiiéncia de numeros a qualquer
tempo, desde que o valor inicial xy seja conhecido. Este valor x,, usado para iniciar a
seqiiéncia, ¢ chamado de semente ou seed. Mudando-se a semente, outra seqiiéncia pode ser
gerada.

Numeros Pseudo-Aleatorios

Uma observacdo importante que se pode fazer acerca do exemplo anterior é que a fungdo f'¢
deterministica. Ou seja, dada uma semente, a seqii€éncia de numeros gerada pode ser prevista
com certeza absoluta. Os numeros sdo considerados aleatdrios, entretanto, porque satisfazem
os testes estatisticos para aleatoriedade. Estes nimeros sdo portanto chamados de pseudo-
aleatorios, pois sdo apenas “parcialmente” aleatorios. Os geradores de nimeros aleatorios
incluidos na maioria dos compiladores ou interpretadores de linguagem de programacdo sdo
geradores pseudo-aleatorios, que usam algoritmos matematicos conhecidos, como por
exemplo:

e Geradores lineares-congruentes
e Geradores Tausworthe

e Geradores Fibonacci Extendidos
e Geradores Combinados

Uma seqiiéncia pseudo-aleatoria de nimeros sdo geralmente preferiveis no lugar de numeros
totalmente aleatorios em se tratando de aplicacdes de simulagdo, pois freqiientemente, na
depuragdo e teste de modelos, ¢ desejavel repetir-se 0 mesmo experimento de simulagdo,
exatamente como feito anteriormente (usando, pois, a mesma seqiiéncia de numeros
aleatorios). Quando resultados diferentes forem requeridos, basta alterar o valor da semente,
culminando assim num maior controle sobre a simulacdo e a obtengao de resultados.

Tamanho do Ciclo, Cauda (Tail) e Periodo

Novamente, observando o exemplo anterior, somente os primeiros 16 numeros sdo tnicos. O
17° é igual ao primeiro niimero e, subseqiientemente, a seqiiéncia se repete ciclicamente com
os primeiros 16 valores. Em outras palavras, este gerador de numeros aleatorios tem um
tamanho deciclo de 16.

Alguns geradores ndo repetem uma certa parte inicial da seqiiéncia. Esta parte inicial ¢é
chamada de cauda ou tail. Nestes casos, o periodo do gerador é a soma do tamanho da cauda
e o tamanho do ciclo. A Figura 10 ilustra estes conceitos.
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Semente

<— Cauda Hk— Tamanhodo Ciclo >

<] Periodo >

Figura 10: Tamanho do ciclo, tamanho da cauda e periodo de um gerador de niimeros aleatérios.

Propriedades Desejadas de uma Funcio Geradora de Numeros Aleatorios

Uma funcdo geradora de nimeros aleatorios, para fins de simulacdo, deve ter as seguintes
caracteristicas:

1. Deve ser computacionalmente eficiente. Como as simula¢des tipicamente requerem a
geragdo de milhares ou milhdes de numeros aleatorios a cada execugdo, o tempo de
processamento requerido para a geragdo dos nimeros deve ser pequeno.

2. O periodo deve ser grande. Um periodo pequeno pode resultar numa seqii€éncia que
reinicia muito cedo, causando uma seqiiéncia de eventos repetida. Os tempos de
simulag@o poderdo entdo ficar limitados.

3. Os valores sucessivos devem ser independentes e distribuidos uniformemente (11D —
Independent and Identically Distributed). A correlagdo entre nimeros sucessivos deve ser
pequena. A correlagdo, se for significante, indica que ha dependéncia entre os niimeros
sucessivos.
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Geracao de Variaveis Aleatorias Randomicamente

Ha uma série de métodos usados para gerar valores para varidveis aleatdrias nao-uniformes.
Cada método ¢ aplicavel somente para uma parte da distribuig¢do em questdo. Ainda, para
uma distribui¢do particular, um determinado método pode ser mais eficiente do que outros.
Descrever-se-4 aqui apenas um método, usado para gerar valores para uma variavel aleatoria
que segue uma distribui¢do exponencial.

Transformagéo Inversa

Este método baseia-se na observagdo de que, para uma dada uma variavel aleatdria x, com
uma CDF F(x), a variavel u = F(x) ¢ uniformemente distribuida entre 0 e 1. Assim, os
valores de x podem ser obtidos gerando-se nimeros aleatorios uniformemente distribuidos e
computando-se x = F'(u), conforme pode ser visto na Figura 11. A prova desta observagdo
esta demonstrada em (JAIN, 1991).

F{x)

Figura 11: Transformacao inversa da CDF.

Geracio de Valores Exponencialmente Distribuidos

A funcdo de probabilidade exponencialmente distribuida ja foi vista. Dado um determinado
valor x, e uma taxa média de chegada 4, calcula-se a probabilidade de ocorréncia de x ou
ainda a probabilidade acumulada P(X<x).

Agora, dada a probabilidade P(X<x)=F(x), pode-se calcular o valor correspondente de x
usando a transformacao inversa.

pdf: f(x)=Ae™** (14)
CDF: F(x)=l-e™* =u..x= —%ln(l —u)

Assim, valores para a varidvel aleatdria x; podem ser produzidos através da geracdo de uma
variavel u;, uniforme, ¢ usando a equacdo anterior para determinar x;, Como u ¢€
uniformemente distribuida entre 0 ¢ 1, a expressdo / — u também ¢ distribuida uniformemente
entre 0 e 1. Desta forma, o algoritmo de geragdo pode ser simplificado para:
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x:—%ln(u) (15

Usando, ao invés da taxa média de chegada 1, a média de tempo de interchegada a, a
expressao torna-se:

x =—aln(u) (16)

Uso da Técnica em Simulacio

Um simulador de eventos discretos necessita gerar uma série de eventos aleatoriamente. Por
exemplo, ¢ preciso gerar uma chegada de um cliente numa rede de filas que vai acontecer
num determinado tempo aleatorio #;. Este cliente sera atendido por um servidor, que
demorard um tempo aleatorio #, para servir o cliente. Finalmente, o proximo cliente a chegar
no sistema sera gerado pelo simulador apds um intervalo de tempo aleatério #; depois da
chegada do cliente anterior. Cada um destes tempos segue uma distribui¢cdo de probabilidades
caracteristica, inerente ao modelo simulado.

Por conseguinte, a fim de gerar estes tempos aleatorios, usa-se um gerador de numeros
aleatorios de distribui¢do uniforme, que produzird um numero uniforme entre 0 e 1. Este
nimero vem a ser a probabilidade u, que, conforme visto anteriormente, ¢ distribuida
uniformemente. Usando-se a transformacgao inversa da CDF, calcula-se portanto o valor do
tempo correspondente aquela probabilidade u.

Verifique-se que o valor de u corresponde a probabilidade de que o tempo seja menor ou
igual ao valor calculado pela transformagdo inversa, ja que a fungdo transformada é a CDF.
Em outras palavras, gerando-se um numero aleatorio u, este nimero sera a probabilidade de
que o tempo de interchegada esteja compreendido entre 0 ¢ ¢, onde este ¢ é calculado pela
transformagdo inversa. Assume-se, para fins de simulagdo, o pior caso, ou seja, o tempo de
interchegada obtido pelo calculo da transformagao inversa sera ¢.
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Exercicio

Seja uma simulagdo de um sistema de redes de filas M/M/1. O tempo de servigo de cada
cliente e os tempos de interchegada de clientes sdo modelados através de uma distribuigéo
exponencial. Considere que o taxa de chegada ¢ de 0,5 cliente/hora e o tempo médio de
servico ¢ de 1,25 hora/cliente. A tabela abaixo mostra os resultados de uma geracdo aleatoria
para as probabilidades P(X < x), para obten¢do dos tempos de interchegada e tempo de
servico de uma simulagao.

Tempo de Tempo de Servigo
Interchegada
Cliente | P(X<x) | Tempo | P(X<x) | Tempo
1 0,10 0,15
2 0,13 0,28
3 0,06 0,33
4 0,22 0,08
5 0,39 0,14
6 0,18 0,43
7 0,15 0,27
8 0,12 0,33

a) Calcule os tempos baseados na distribuicdo exponencial e na geragdo aleatoria e elabore
um grafico de simulagdo

b) Calcule o tempo médio em fila desta simulacao.
¢) Calcule a utilizag¢ao do servidor nesta simulagao.

Solucio

(a) Usando-se a equacdo 14, calcula-se os tempos de interchegada e de servigo. Monta-se a
tabela de inicio ¢ fim de servigo e entdo se preenche a grade de simulagéo.
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CLIENTES QUE ESTAO SENDO ATENDIDOS

0,5 ZIIO ]15 Zl,O 2,5 3,0 IiS
0
I
I —
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0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5

CLIENTES QUE ESTAO EM ESPERA EM FILA

Figura 12: Grafico representativo da simulacio.

Tabela 8: Calculo de valores para as varidveis aleatorias, usando Transformacéao Inversa.

Random-Variate Generation

lambda 0,5 job/ut tau ut/job 2
Mi 0,8 job/ut S ut/job 1,25
Interchegada Tempo de Servi¢co
Inicio Final
Servico Servico
(maior (inicio
entre Tempo  servico
Chegada Final Servico 4 Tempo
(atual + Servico e (random- tempo Espera
P(X<=x) Tempo anterior) Chegada) variate) servico) Fila P(X<=x) Tempo
0,10 0,21 0,21 0,21 0,20 0,41 0,00 0,15 0,20
0,13 0,28 0,49 0,49 0,41 0,90 0 0,28 0,41
0,06 0,12 0,61 0,90 0,50 1,40 0,286879 0,33 0,50
0,22 0,50 1,11 1,40 0,10 1,50 0,290554 0,08 0,10
0,39 0,99 2,10 2,10 0,19 2,29 0 0,14 0,19
0,18 0,40 2,50 2,50 0,70 3,20 0 0,43 0,70
0,15 0,33 2,82 3,20 0,39 3,59 0,377611 0,27 0,39
0,12 0,26 3,08 3,59 0,50 4,09 0,515332 0,33 0,50
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(b): Tempo médio em fila = integral, no tempo, dos tamanhos de fila tomados periodicamente /
numero de clientes que passaram pela fila (todos, sejam os que ficaram em fila ou ndo).

4 (17)
;Qi '(ti _ti—l) T

t=- :
© T TotCli

Meétodo 1: somar cada tamanho de fila tomado em cada bloquinho (0,1 hora) e dividir pelo total de
clientes. Resultado: 1,5/8 = 0,1875 h. (0*0,1 + 0*0,1 + ... + 1*0,1 + 1*0,1 + ... +2*0,1 + 1*0,1 +
2*%0,1 +...=1,5/8)

Método 2: somar todos os tempos totais em fila de cada clientes que ficou em fila e dividir pelo total
de clientes.

Obs.: Ambos os métodos ja consideram os clientes que apenas passaram pela fila e nela ndo ficaram,
ou seja, tiveram um tempo de fila igual a zero.

(c): somar todos os tempos ocupados do servidor e dividir pelo tempo total de simulagdo. Resultado:
30%0,1/4=0,75. (Atengdo: o resultado vindo da teoria de filas, onde utilizacdo é lambda/mi ndo se
aplica aqui, pois foi pedido a utilizagdo com os dados da questdo.) Para esta questdo, nem € preciso
montar o grafico, basta calcular os tempos a partir da geragdo exponencial, soma-los e dividir pelo
tempo total da simulagéo.
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